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6. februar 2021.

Prvi razred – A kategorija

Na xahovskom turniru je uqestvovalo 8 takmiqara i svako je igrao sa svakim od pre-1.
ostalih uqesnika. Za svaku pobedu dobija se 1 poen, za poraz 0 poena, a za remi 0,5 poena.
Na kraju turnira svaka dva uqesnika su imala razliqite brojeve poena, a drugoplasi-
rani takmiqar je imao poena koliko i qetvorica posledǌeplasiranih zajedno. Koji je
bio ishod partije tre�eplasiranog i sedmoplasiranog xahiste?

Dati su neprazni skupovi A i B od kojih nijedan nije podskup drugog. Za prirodan broj2.
n posmatrajmo jednakost

A \ (B \ (A \ (B \ · · · )))︸ ︷︷ ︸
n skupova

= A△(B△(A△(B△· · · )))︸ ︷︷ ︸
n skupova

?

(a) Ispitati da li je ova jednakost taqna za n = 5.

(b) Za koje prirodne brojeve n je ona taqna?

(Sa X△Y oznaqena je simex̄̄riqna razlika skupova X i Y , tj. X△Y = (X\Y ) ∪ (Y \X).)

Dati su ugao xOy i taqke A, B i C na kraku Ox tako da je OA = 3, OB = 4 i OC = 6.3.
Podno�je normale iz taqke B na polupravu Oy je taqka D. Dokazati da je CD = 2AD.

Dato je n > 3 uzastopnih neparnih trocifrenih brojeva. Dokazati da se ovih n brojeva4.
mogu pore�ati u niz b1, b2, . . . , bn tako da broj

b1b2 . . . bn,

dobijen zapisivaǌem ovih brojeva jednog za drugim u dekadnom zapisu, bude slo�en.

Poǉa kvadratne table n × n treba obojiti sa n razliqitih boja tako da svaka vrsta i5.
svaka kolona sadr�e svih n boja. Na�i najmaǌi i najve�i mogu�i broj parova istobojnih
poǉa koja imaju zajedniqko teme

(a) ako je n = 4;

(b) ako je n = 5.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – A kategorija

Kvadratna funkcija f(x) = ax2 + bx + c sa realnim koeficijentima zadovoǉava uslov1.
a+ c+ 1 = b. Ako ona nema realnih nula, dokazati da je b < 1

2 .

Kompleksni brojevi a i b su takvi da je koliqnik2.

a2 + b2

ab

realan broj iz intervala (−2, 2). Dokazati da je |a| = |b|.

U kutiji se nalazi 25 kuglica, oznaqenih brojevima 1, 2, . . . , 25. Alimpije i Vartolomej3.
naizmeniqno stavǉaju po jednu kuglicu iz kutije na sto, pri qemu Alimpije igra prvi.
Igraq posle qijeg poteza je zbir brojeva izvuqenih kuglica deǉiv sa 3, ili koji uzme
posledǌu kuglicu iz kutije, gubi. Dokazati da, ma kako Vartolomej igrao, Alimpije
mo�e da pobedi.

U oxtrouglom trouglu ABC taqka O je centar opisanog kruga, a P taqka sa suprotne4.
strane prave BO u odnosu na taqku A takva da je AO = AP i AP ⊥ BO. Taqka Q je sre-
dixte du�i OP , a R taqka sa suprotne strane prave AB u odnosu na C takva da je ARB
jednakokrako-pravougli trougao sa pravim uglom u taqki R. Dokazati da je PR =

√
2·BQ.

Na�i sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) takve da su sva tri broja 2a+ b, 2b+ c i 2c+ a5.
stepeni broja 3.

(Sx̄̄eī̄en broja 3 je bilo koji broj oblika 3n, gde je n > 0 ceo broj.)

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – A kategorija

Dokazati da postoji cifra koja se u dekadnom zapisu broja 5 ·22021 pojavǉuje bar 62 puta.1.
Naī̄omena. 0,301 6 log10 2 6 0,302.

Na�i sve trojke (x, y, z) realnih brojeva koji zadovoǉavaju jednakost2.

2x
2

(2y)2
+

2y
2

(2z)2
+

2z
2

(2x)2
=

3

2
.

Dat je prirodan broj n. Familija F podskupova skupa N ima slede�a svojstva:3.

(i) za svako X ∈ F va�i |X| = n ili |X| = n+ 1;

(ii) kad god su A,B ⊂ N podskupovi takvi da je |A| = n, |B| = n+ 1 i A ⊂ B, taqno jedan
od ǌih pripada familiji F .

Dokazati da se, za neko m ∈ {n, n + 1}, F poklapa sa familijom svih m-toqlanih pod-
skupova skupa N.

Taqka O je centar paralelograma ABCD. Upisani krug ω1 trougla ABC dodiruje stra-4.
nice AB i AC redom u taqkama P i Q, a upisani krug ω2 trougla ABD dodiruje stranice
AB i BD redom u taqkama R i S. Prave PQ i RS se seku u taqki X. Dokazati da je
prava OX normalna na pravu koja spaja centre krugova ω1 i ω2.

Mo�e li se krug podeliti na me�usobno podudarne delove tako da bar jedan deo ne5.
sadr�i centar kruga (u unutraxǌosti ili na granici)?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – A kategorija

Da li postoji prirodan broj N takav da se svaki prirodan broj n > N mo�e predstaviti1.
u obliku zbira prostog broja i kvadrata slo�enog broja?

Postoji li strogo rastu�i geometrijski niz {an}n∈N za koji va�i2.

S2021 = 20 · S21,

gde za svako n ∈ N oznaqavamo Sn = a1 + a2 + ...+ an?

Odrediti najve�u mogu�u vrednost determinante matrice 4 × 4 qiji je svaki element3.
jednak 1 ili −1.

U konveksnom qetvorouglu ABCD va�i ^C = ^D = 120◦. Konstruisani su jednakostra-4.
niqni trouglovi ACE i BDF , pri qemu su taqke E i D sa iste strane prave AC, a F
i C sa iste strane prave BD. Prave AE i DF seku se u taqki X, a prave CE i BF u
taqki Y . Dokazati da prave AC, BD i XY imaju zajedniqku taqku.

Dati su prirodni brojevi n i k < n
2 . U niz je pore�ano n kugli obele�enih brojevima5.

od 1 do n, od kojih su neke (bar jedna) od srebra, a druge od olova. Sve srebrne kugle su
identiqne, sve olovne tako�e, ali olovna kugla je malo te�a od srebrne. Poznato nam
je da ima najvixe d srebrnih kugli, ali bez pomagala ne mo�emo da ih prepoznamo. Od
pomagala imamo terazije sa dva tasa koje mogu samo da odrede da li je masa na levom
tasu ve�a, maǌa ili jednaka onoj na desnom. Dozvoǉeno nam je da odaberemo nizove A i
B od po k uzastopnih kugli i na tasove postavimo skupove A \B i B \A. Za koje najve�e
d ∈ N uvek mo�emo da u konaqnom broju mereǌa identifikujemo sve srebrne kugle?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Prvi razred – B kategorija

Postoji li prirodan broj n takav da je n! = 100100?1.

Dat je pravougli trapez ABCD, pri qemu su ^A = ^D = 90◦ i AB ∥ CD, takav da je2.
BC = AB + CD. Neka je E taqka na pravoj AB takva da je A izme�u E i B i EA = 4CD.
Dokazati da je ^EDB = 90◦.

Na koliko naqina se mo�e rasporediti 6 plavih i 7 zelenih kuglica u niz tako da nikoje3.
dve plave kuglice nisu susedne? (Kuglice iste boje se ne razlikuju.)

Ako su A i B proizvoǉni skupovi, dokazati da je4.

A \ (B \ (A \ (B \A))) = A△(B△(A△(B△A))).

(Sa X△Y oznaqena je simex̄̄riqna razlika skupova X i Y , tj. X△Y = (X\Y ) ∪ (Y \X).)

Na�i sve trocifrene brojeve x (koji ne poqiǌu nulom) sa slede�im osobinama:5.

(i) ako se broju x doda ǌegova cifra jedinica, dobija se broj deǉiv sa 7;
(ii) ako se broju x doda ǌegova cifra desetica, dobija se broj deǉiv sa 11;
(iii) ako se broju x doda ǌegova cifra stotina, dobija se broj deǉiv sa 13.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

(x+ 2)4 = 3(8x+ 4− x4).

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost izraza2.

T = x2 + 5y2 + 10z2 + 2xy + 12yz + 4z − 1,

gde su x, y i z realni brojevi.

Kandidati za qlanstvo u upravnom odboru neke firme su po qetvoro Nemaca, Rusa i3.
Turaka, i to iz svakog naroda po dva muxkarca i dve �ene. Upravni odbor je po pravilu
qetvoroqlan i mora da ukǉuquje predstavnika iz svakog naroda, kao i oba pola. Na
koliko naqina se mo�e izabrati upravni odbor?

Taqke Q i R redom na stranicama AC i AB trougla ABC su takve da je4.

CQ : QA = AR : RB = 2 : 1.

Dokazati da te�ixna du� AA1 trougla ABC deli du� RQ u odnosu 2 : 1.

Rexiti jednaqinu (n!)2 = nn u skupu prirodnih brojeva.5.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – B kategorija

Na�i sve parne qetvorocifrene brojeve qiji je proizvod cifara jednak 250.1.

Rexiti u skupu realnih brojeva jednaqinu2.

log1+sin x(2 + cosx) + log2+cos x(1 + sinx) = 2.

Dokazati da za svaki pozitivan broj x va�i nejednakost3.

x7 + x+ 2 > 4x2.

U doǌem levom ugaonom poǉu A kvadratne tablice 5 × 5 nalazi se �aba. Ona treba u4.
taqno tri skoka da stigne do gorǌeg desnog ugaonog poǉa B. �aba pri tome ne mo�e da
skaqe u mestu, niti mo�e direktno da skoqi sa poǉa A na poǉe B.

(a) Na koliko naqina �aba mo�e ispuniti ciǉ?

(b) Na koliko naqina �aba mo�e ispuniti ciǉ, uz dodatno ograniqeǌe da ni u jednom
skoku �aba ne sme da skoqi levo od svoje trenutne kolone, niti ispod svoje trenutne
vrste?

Dat je trougao ABC sa stranicama BC = 26, CA = 20 i AB = 21. Upisani krug k1 trougla5.
ABC dodiruje stranicu AB u taqki D. Krug k2, razliqit od k1, dodiruje poluprave CA
i CB i dodiruje du� AB u taqki E. Izraqunati du�inu du�i DE.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – B kategorija

Ako je n prirodan broj ve�i od 1, dokazati da je broj 20n2 − 21n+ 1 slo�en.1.

U trouglu ABC je ^C = 90◦, BC = a i AC = b. Ako simetrala ugla kod temena A seqe2.
stranicu BC u taqki D, izraqunati du�inu du�i CD (u funkciji od a i b).

Odrediti graniqnu vrednost3.

lim
x→0+

√
1 +

√
x+

√
1−

√
x− 2

x
.

Potrebno je obojiti poǉa kvadratne tablice 3× 3 u qetiri boje - crvenu, plavu, zelenu4.
i �utu, ali tako da u svakoj vrsti ili koloni sva tri poǉa imaju razliqite boje. Na
koliko naqina se ovo mo�e uqiniti?

Postoji li polinom f(x) sa celim koeficijentima takav da je5.

f(1) = f(5) = −1, f(2) = f(4) = 2 i f(3) = 2021?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.


